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Harry Yserentant
• Deep insight into theory and problems 
• Fundamental and seminal algorithms 
• Elegance of proofs - math aesthetics

Algorithms 
• Hierarchical Basis - O(j) 
• HBMG 
• Finite Mass Method  
• …

8.8 Weitere Hinweise 157

äquivalent ist (vgl. auch Satz 7.2.9, Übungsaufgabe 7.3.8). Das Maximierungsproblem

suche w ∈ W mit K(w) := max{K(ŵ) : ŵ ∈ W} (8.8.3)

nennt man ein zu (8.8.2) duales (oder komplementäres) Variationsproblem, falls beide die gleiche Lösung
u = w ∈ V ∩W besitzen. Beispielsweise führt das Poisson-Problem −∆u = f ∈ L2(Ω) in Ω, u = 0 auf Γ auf
J(v) =

∫
Ω |∇v|2 dx für v ∈ V := H1

0 (Ω). Ein spezielles duales Variationsproblem stammt von Trefftz (1926):

K(w) := −
∫

Ω
|∇w|2 dx für w ∈ W := {v ∈ H1(Ω) : −∆v = f}

(vgl. Velte [84, p. 91]]). Man beachte, dass die Funktionen v ∈ V die Randbedingung v = 0 auf Γ erfüllen,
während w ∈ W keine Randbedingung, aber dafür die Differentialgleichung Lw = f erfüllen muss.

8.8.4 Finite-Element-Verfahren für singuläre Lösungen

Die bisherigen Fehlerabschätzung wie zum Beispiel (8.4.9) beruhen auf der Annahme u ∈ H2(Ω)∩ V , die in
Abschnitt 9.1 näher diskutiert werden wird. Dass diese Voraussetzung nicht stets zu gelten braucht, zeigt

Beispiel 8.8.4 a) Die Laplace-Gleichung ∆u = 0 im L-Gebiet Ω aus Beispiel 2.1.4 hat die Lösung15

u = r2/3 sin((2ϕ − π)/3) . Diese Funktion gehört nur zu Hs(Ω) mit s < 1 + 2/3.
b) Die Lösung u = r1/2 sin(ϕ/2) aus Beispiel 5.2.3 gehört nur zu Hs(Ω) mit s < 3/2.

Ersetzt man zum Beispiel im L-Gebiet Ω die Laplace-Gleichung durch die allgemeinere Poisson-Gleichung
∆u = f in Ω, u = 0 auf Γ, so lässt sich noch zeigen, dass sich für f ∈ L2(Ω) die Lösung u zerlegen lässt in

u = u0 + αχ(r) r2/3 sin((2ϕ − π)/3) mit u0 ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) und α ∈ R

(vgl. Strang-Fix [78, p. 257ff]). Dabei ist χ(r) ∈ C∞(Ω) eine vorgebbare “Abschneidefunktion” mit χ(r) = 1
in 0 ≤ r ≤ 1/4, χ(r) = 0 für r ≥ 1/2, sodass χ(r)r2/3 sin((2ϕ − π)/3) ∈ H1

0 (Ω) gewährleistet ist.
Eine übliche Diskretisierung durch lineare Dreieckselemente erreicht nur |u − uh|1 = O(hs), s < 2/3.

Nimmt man jedoch die Funktion χ(r)r2/3 sin(. . .) oder ähnliche Funktionen noch zu Vh hinzu, lässt sich die
Approximation von u in Vh verbessern: d(u, Vh) = O(h), sodass |u− uh|1 = O(h). Zu diesem Themenkomplex
sei auf Babuška-Rosenzweig [6] und Blum-Dobrowolski [10] verwiesen. Man vergleiche auch Gladwell-Wait
[33, p. 119], Hackbusch [40].

Ein anderer Zugang, der traditionelle finite Elemente verwendet und ohne explizite Kenntnisse der Sin-
gularität auskommt, ist der folgende. T sei eine Triangulation, deren Dreiecke sich dort verfeinern, wo die
Singularität der Lösung erwartet wird, z.B. an der einspringenden Ecke (vgl. Abbildungen 2.1.1 und 5.2.1).
Zur Fehleranalyse vergleiche man Schatz-Wahlbin [74].

8.8.5 Hierarchische Basen
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Abb. 8.8.3. Hierarchische Basis

Die zugrundeliegende Idee sei am eindimensionalen Fall
vorgestellt. Vh ⊂ H1

0 (0, 1) sei wie in (8.3.2) der Raum
der stückweise linearen Funktionen bei äquidistanter Unter-
teilung des Intervalles Ω = (0, 1) in Teile der Länge h. Für
h = 1/2 ist dim(V1/2) = 1 und b1 aus Abbildung 8.8.3a ist
einzige Basisfunktion. Offenbar gilt V1/4 ⊂ V1/2. Als Basis-
funktion in V1/4 übernimmt man b1 ∈ V1/2 und fügt die Funk-
tionen b2, b3 aus Abbildung 8.8.3b hinzu. {b1, b2, b3} ist Basis
des V1/4. Ebenso gilt V1/8 ⊂ V1/4. b1, b2, b3 ergänzt durch b4, . . . , b7 (vgl. Abbildung 8.8.3c) ergeben eine Basis
des V1/8, die sogenannte hierarchische Basis. Im Gegensatz zu den bisher benutzten Basisfunktionen sind
die Träger der bi nicht notwendig von der Länge O(h), zum Beispiel ist Tr(b1) = [0, 1]. Hieraus folgt, dass
die Systemmatrix L stärker aufgefüllt ist als sonst üblich. Trotzdem hat diese Basiswahl wichtige Vorteile:

15Ein Gebiet mit Innenwinkel ω ∈ (0, 2π) führt zu einer Lösung mit dem Faktor rπ/ω. Sie gehört zu Hs(Ω) für alle s < 1+π/ω.
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Ersetzt man zum Beispiel im L-Gebiet Ω die Laplace-Gleichung durch die allgemeinere Poisson-Gleichung
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Eine übliche Diskretisierung durch lineare Dreieckselemente erreicht nur |u − uh|1 = O(hs), s < 2/3.

Nimmt man jedoch die Funktion χ(r)r2/3 sin(. . .) oder ähnliche Funktionen noch zu Vh hinzu, lässt sich die
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